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Abstract: This study is aimed to reveal the thinking process in proof construction performed by stu-
dents with semantic strategy. This study use descriptive-qualitative approach. The thinking process
of students will be analyzed using theoretical framework of David Tall about the three worlds of
mathematical thinking. The result are three ways of thinking in semantic strategy, namely (1) started
from formal world  then move into the symbolic or embodied-symbolic world with possibility of more
than once and ends within or outside of the formal world, (2) started from symbolic world or embodied-
symbolic world then move to the formal world with possibility of more than once and ends within or
outside of the formal world, and (3) all thinking processes performed outside of formal world that
does not obtain formal proof.
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Abstrak: Penelitian ini bertujuan untuk menjelaskan proses berpikir mahasiswa dalam menyusun
bukti matematis dengan strategi semantik. Penelitian ini menggunakan pendekatan deskiptif- kualitatif.
Analisis data dilakukan dengan menggunakan kerangka kerja David Tall tentang tiga dunia berpikir
matematik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa terdapat enam kemungkinan jalur dalam strategi se-
mantik ditinjau dari teori tiga dunia berpikir matematis. Hasil penelitian menunjukkan ada tiga jalur
berpikir mahasiswa dalam menyusun bukti matematis dengan strategi semantik, yaitu (1) bermula
dari dunia berpikir formal ber pindah ke dunia berpikir wujud-simbolik atau dunia berpikir simbolik
dengan proses perpindahan dimungkinkan lebih dari satu kali dan berakhir di dalam atau di luar du-
nia berpikir formal, (2) bermula dari dunia berpikir wujud-simbolik atau dunia berpikir simbolik (non
RSP) lalu pindah ke dunia berpikir formal dengan proses perpindahan dimungkinkan lebih dari satu
kali dan berakhir di dalam atau di luar dunia berpikir formal, dan (3) semua proses berpikir terjadi di lu-
ar dunia berpikir formal.
Kata kunci: proses berpikir, bukti matematis, strategi semantik
Bukti mempunyai peran yang sangat pentingdalam matematika dan dalam pendidikanmatematika. Bukti diakui sebagai inti berpikir
matematis (Hanna, dkk., 2009) dan bernalar deduktif
(Cheng & Lin, 2009:124). Seseorang tidak dapat
mempelajari matematika tanpa belajar bukti matema-
tis dan bagaimana membuatnya (Wu, 1996:222 dan
Balacheff, 2010:115). Bahkan, bukti dianggap sebagai
komponen penting untuk bekerja, berkomunikasi, me-
ngetahui, dan memahami matematika (Schoenfeld,
1998:76, Cirillo, 2009:130, dan Kögce, dkk., 2010:
2544).
Para ahli telah sepakat perlunya mahasiswa un-
tuk mengembangkan kemampuan yang dibutuhkan
dalam menyusun bukti (Blanton, dkk., 2003). Kenya-
taannya mahasiswa mengalami kesulitan serius un-
tuk menyusun bukti (Martin & Harel, 1989, Moore,
1994, Weber, 2001, dan Epp, 2003). Bukti matematis
merupakan konsep matematika yang sulit bagi maha-
siswa baik untuk mempelajari maupun menyusunnya
(Pfeiffer, 2011:3). Bukti dapat dipandang sebagai pro-
ses sekaligus hasil (Nichols, 2008), maka kesulitan
mahasiswa dalam menyusun bukti tidak cukup dilihat
dari bukti yang dihasilkan. Proses berpikir yang terjadi
saat menyusun bukti dapat memberi petunjuk yang
lebih baik untuk mengetahui kesulitan mahasiswa.
David Tall (2008a, 2008b) mengembangkan teori
tiga dunia berpikir matematis yang dapat digunakan
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untuk menjelaskan proses berpikir mahasiswa dalam
menyusun bukti. Menurut Tall (2008a, 2008b), berpikir
matematis dapat dikelompokkan menjadi tiga, yaitu
(a) dunia wujud yang bermula dari interaksi dengan
objek dunia nyata dan berkembang berdasarkan
pengalaman-pengalaman inderawi melalui deskripsi
dan definisi verbal, (b) dunia simbolik yang berkem-
bang dari aksi (seperti menghitung) menuju kalkulasi
dan manipulasi berbentuk simbol yang berfungsi seca-
ra dual sebagai proses dan konsep (prosep), dan (c)
dunia formal yang berdasarkan aksioma untuk mem-
bangun sistem, berdasarkan definisi untuk membuat
konsep baru, dan berdasarkan bukti formal untuk
membangun teori-teori yang koheren (Tall, 2009).
Bukti matematis terletak dalam dunia formal dan
bersifat formal deduktif (Tall & Mejia-Ramos, 2006:
5). Tall (2008a:10) menyatakan bahwa bukti formal
deduktif yang tertulis adalah tahap akhir berpikir ma-
tematika. Dengan demikian, proses berpikir dalam
menyusun bukti matematis dapat berlangsung hanya
dalam dunia formal atau melibatkan dunia wujud dan
simbolik. Pinto (1998) menyebut jalur formal ketika
proses berpikir dalam pembuktian hanya melibatkan
dunia formal dan menyebut jalur alami ketika proses
berpikir dalam pembuktian bermula dari dunia wujud,
simbolik, atau gabungan keduanya. Beberapa istilah
berbeda mengenai jalur alami dan formal juga dite-
mukan dalam literatur lain. Weber & Alcock (2004:
210) dan Weber (2004a:428-429) menggunakan isti-
lah produksi bukti sintaksis dan produksi bukti seman-
tik. Alcock & Weber (2005:33) menyebut pendekatan
referensial dan pendekatan sintaksis.
Abdussakir (2010a, 2010b) menyatakan bahwa
kategori jalur alami dan jalur formal belum memadai
untuk menjelaskan proses bepikir mahasiswa dalam
menyusun bukti. Ada mahasiswa yang pertama kali
bekerja dalam dunia formal, lalu menuju dunia wujud
atau simbolik, dan akhirnya kembali ke dunia formal.
Fakta ini tidak dapat dikategorikan jalur alami atau
jalur formal. Mengacu pada Pinto (1998), fakta ini
merupakan kombinasi antara jalur alami dan jalur
formal yang penting untuk diikuti prosesnya.
Alcock & Inglis (2008:114) mendefinisikan sis-
tem representasi bukti (representation system of
proof (RSP)) sebagai sistem pernyataan-pernyataan
simbolik yang berlaku umum yang dapat dikombinasi-
kan ke dalam konfigurasi yang diperbolehkan melalui
aturan logika proposisi dan kerangka kerja bukti yang
diterima. Alcock & Inglis (2008:115) mendefinisikan
strategi sintaksis dan strategi semantik dalam menyu-
sun bukti matematis. Strategi sintaksis terjadi ketika
seluruh proses pembuktian terjadi dalam RSP sedang-
kan strategi semantik terjadi ketika proses pembuktian
melibatkan aspek di luar RSP. Kategori strategi se-
mantik dan strategi sintaksis yang dikemukakan Al-
cock & Inglis (2008) ini lebih memadai untuk menje-
laskan kemungkinan jalur berpikir dalam pembuktian.
Strategi semantik perlu dikaji karena dalam stra-
tegi ini melibatkan dunia berpikir matematis yang ber-
beda ketika ditinjau dari kerangka teori tiga dunia
berpikir matematis. Proses berpikir yang melibatkan
perpindahan dari satu dunia berpikir ke dunia berpikir
yang lain sangat penting untuk diketahui. Hal ini se-
suai dengan saran Sepideh Stewart (2008:248) beri-
kut.
“… the theory of the three worlds of math-
ematical thinking as yet has not been inves-
tigated in practice very much. Hence, it
would be valuable to follow university stu-
dents’ thinking processes as they move from
one world of mathematical thinking to an-
other for each concept.”
Mengacu pada saran Pinto (1998) maka proses
berpikir dalam strategi semantik perlu diketahui ka-
rena melibatkan gabungan antara jalur alami dan jalur
formal.
Strategi semantik melibatkan perpindahan antara
RSP dan non RSP yang perlu diketahui prosesnya
(Alcock & Inglis, 2009). Alcock & Inglis (2008) me-
nyebut penalaran semantik ketika bekerja di luar RSP
dan penalaran sintaksis ketika bekerja di RSP. Weber
(2009) menggunakan istilah pendekatan semantik dan
pendekatan sintaksis sedangkan Iannone & Nardi
(2007) menyebut pengetahuan semantik dan penge-
tahuan sintaksis. Strategi semantik melibatkan kedua
jenis penalaran tersebut dalam pembuktian (Weber,
2009) dan ini merupakan hal yang penting untuk di-
teliti.
Penelitian ini bertujuan untuk menjelaskan pro-
ses berpikir mahasiswa dalam menyusun bukti mate-
matis dengan strategi semantik. Untuk tujuan terse-
but, peneliti membuat definisi ulang mengenai strategi
semantik dan strategi sintaksis mengacu pada Alcock
& Inglis (2008) serta berdasarkan kelemahan yang
ada ditinjau dari definisi jalur alami dan jalur formal
oleh Pinto (1998) dan kritik dari Weber & Mejia-
Ramos (2009). Penulis mendefinisikan strategi sin-
taksis sebagai kegiatan pembuktian yang seluruhnya
berlangsung di dalam RSP (dunia berpikir formal)
dan dimungkinkan sempat keluar dari RSP tetapi ha-
nya untuk menjelaskan konsep/ide dan tidak menggu-
nakannya untuk mencapai kesimpulan yang diingin-
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kan. Strategi semantik didefinisikan sebagai kegiat-
an pembuktian yang sempat berlangsung di luar RSP
(di dunia berpikir wujud, simbolik, atau gabungan ke-
duanya) dan menggunakannya untuk mencapai ke-
simpulan yang diinginkan.
Pengkategorian strategi sintaksis atau strategi
semantik dalam penelitian ini dilakukan sejak mahasis-
wa sudah membaca soal dan memulai pembuktian.
Hal ini berbeda dengan Alcock dan Inglis (2009) yang
menyatakan bahwa dengan membaca soal saja sudah
termasuk strategi sintaksis. Dengan penegasan su-
dah membaca soal dan memulai pembuktian, maka
definisi ini memberikan kerangka kerja yang jelas
untuk menentukan sejak kapan harus mulai melihat
proses berpikir mahasiswa.
METODE
Penelitian ini menggunakan pendekatan kualita-
tif dengan jenis penelitian deskriptif-eksploratif. Pe-
nelitian ini dilaksanakan di Jurusan Matematika Fakul-
tas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pengumpulan data
dilakukan dengan memberikan masalah pembuktian
kepada mahasiswa untuk diselesaikan dengan me-
ngeraskan suaranya, disebut metode think out loud
(Iannone & Nardi, 2006:2301) atau think alouds
(Rodriguez & Gutierrez, 2006:436; Samkoff, dkk.,
2012).
Data yang terkumpul selanjutnya ditranskrip, di-
telaah, direduksi, dan dikategorikan. Aspek pernyata-
an dikategorikan menjadi 4 (empat) yaitu (1) berpikir
wujud, (2) berpikir wujud-simbolik, (3) berpikir simbo-
lik, dan (4) berpikir formal. Satuan dan coding yang
ditetapkan untuk aspek pernyataan dalam penelitian
ini dapat dilihat pada Tabel 1.
Aspek sumber dikategorikan menjadi 5 (lima)
yaitu (1) mengingat, (2) mengonkretkan, (3) menyim-
pulkan, (4) mengekstrak makna, dan (5) lainnya. Sa-
tuan dan coding yang ditetapkan untuk aspek sumber
pernyataan dalam penelitian ini dapat dilihat pada
Tabel 2.
Proses berpikir dikategorikan berdasarkan tuju-
an penggunaan berpikir non formal (wujud, simbolik,
atau wujud-simbolik). Tiga kategori yang ditetapkan
yaitu (1) menemukan definisi konsep, yang dikodekan
m-Defi, (2) melakukan refleksi, yang dikodekan m-
Refle, dan (3) mencari petunjuk langkah non definisi,
yang dikodekan m-Petun. Kategori menemukan defi-
nisi konsep dikatakan terjadi jika mahasiswa menggu-
nakan berpikir non formal untuk menemukan kembali
definisi konsep yang diperlukan yang belum dimiliki
atau lupa. Kategori melakukan refleksi dikatakan ter-
jadi jika mahasiswa membuat suatu kesimpulan tetapi
kemudian merasa ragu dan menggunakan berpikir
non formal untuk mengecek kebenaran kesimpulan
yang telah dihasilkan. Kategori mencari petunjuk
langkah non definisi dikatakan terjadi jika mahasiswa
menggunakan berpikir non formal untuk membuat
kesimpulan atau subkesimpulan yang dapat menuntun
langkah pembuktian.
Hasil pembuktian juga dikodekan dengan dua
kategori yaitu (1) benar sempurna yang dikodekan
BS dan (2) benar tidak sempurna yang dikodekan
BtS. Bukti dikatakan benar sempurna jika bukti ini
lengkap dan mengikuti aturan logika predikat. Bukti
dikatakan benar tidak sempurna jika bukti ini secara
substansial langkahnya sudah benar tetapi terdapat
kekurangan dalam penyajiannya.
HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada penelitian ini dipaparkan empat subjek pe-
nelitian yang menggunakan strategi semantik dalam
menyusun bukti. Pemilihan keempat subjek ini dida-
sarkan pada keberhasilan mereka dalam menyusun
bukti. Berdasarkan pendapat Weber (2009:201), jalur
berpikir mahasiswa yang berhasil dapat memberi per-
timbangan untuk diaplikasikan pada mahasiswa yang
lain. Keempat subjek yang dipaparkan sudah meme-
nuhi syarat cukup (minimal 2) untuk analisis perban-
dingan tetap pada masing-masing kategori yang dite-
tapkan. Ringkasan pembuktian keempat subjek pene-
litian dapat dilihat pada Tabel 3.
Literatur pertama yang membahas jalur berpikir
mahasiswa ketika menyusun pembuktian adalah hasil
penelitian Pinto (1998). Pinto menyimpulkan terdapat
dua jalur berpikir dalam pembuktian, yaitu jalur alami
dan jalur formal. Pemilahan jalur berpikir dalam me-
nyusun bukti menjadi alami dan formal belum mewa-
kili semua jalur berpikir. Berdasarkan data penelitian
ini, jalur berpikir yang ditempuh subjek penelitian ini
tidak dapat dikategorikan sebagai jalur alami atau
jalur natural. Semua subjek dalam penelitian ini beker-
ja pertama kali di dalam RSP dan selanjutnya keluar
dari RSP yang pada akhirnya kembali lagi ke RSP.
Mengacu pada definisi produksi bukti sintaksis
dan produksi bukti semantik (Weber & Alcock, 2004
dan Weber, 2004a) atau definisi pendekatan referen-
sial dan pendekatan sintaksis (Alcock & Weber, 2005,
2008) maka jalur berpikir semua subjek dalam peneli-
tian ini tidak termasuk pada semua kategori tersebut.
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Pertama, semua subjek tidak memulai proses pem-
buktian dari non RSP sementara definisi produksi
bukti semantik atau pendekatan referensial mensya-
ratkan pertama kali harus berawal dari non RSP.  Ke-
dua, semua subjek menggunakan non RSP untuk me-
nuntun langkah pembuktian sementara definisi pro-
duksi bukti sintaksis atau pendekatan sintaksis men-
syaratkan proses pembuktian seluruhnya berada da-
lam RSP.
Data penelitian ini menunjukkan kesesuaian de-
ngan pendapat Alcock & Inglis (2008) bahwa semua
proses pembuktian dimulai dari RSP. Walaupun ada
perbedaan mendasar antara definisi strategi semantik
menurut Alcock & Inglis (2008) dengan definisi
strategi semantik dalam penelitian ini ternyata semua
subjek dalam penelitian ini memulai pembuktian dari
dalam RSP. Perbedaan mendasar itu adalah proses
berpikir dihitung sejak mahasiswa membaca soal
meskipun belum melakukan pembuktian (menurut
Alcock & Inglis, 2008) sedangkan dalam penelitian
ini dihitung sejak mahasiswa membaca soal dan mulai
melakukan pembuktian.
Pendapat Alcock & Inglis (2008) bahwa semua
proses berpikir dalam pembuktian selalu bermula dari
RSP bertentangan dengan teori dan fakta di lapangan.
Jika semua proses pembuktian berawal dari RSP,
maka bertentangan dengan definisi jalur alami (Pin-
to,1998), produksi bukti semantik (Weber & Alcock,
2004 dan Weber, 2004a), dan pendekatan referensial
(Alcock & Weber, 2005). Alcock & Inglis (2008)
menyatakan sekedar telah membaca soal saja dapat
dikategorikan sudah berpikir dalam RSP. Dalam pene-
litian ini, ada 12 mahasiswa yang telah membaca soal
dan mengetahui bahwa bukti yang disusun harus for-
mal tetapi mereka tidak mampu bekerja secara for-
mal sehingga pembuktian dimulai dari luar RSP. Ada-
Tabel 1. Satuan dan Coding untuk Aspek Pernyataan
Satuan Pengertian Kode 
Berpikir 
Wujud  
Berpikir yang melibatkan penggunaan objek konkret, gerakan, dan 






Berpikir yang melibatkan visualisasi perpaduan antara gambar dan 
simbol, seperti garis bilangan, diagram, atau grafik baik secara nyata 




Berpikir yang melibatkan penggunaan simbol (huruf atau angka) atau 
manipulasi simbol-simbol yang bersifat khusus atau generik dalam 









Tabel 2. Satuan dan Coding untuk Aspek Sumber Pernyataan
Satuan Pengertian Kode 
Mengingat 
(recalling) 
Pernyataan diperoleh sebagai akibat/implikasi tidak langsung dari 




Pernyataan diperoleh dengan cara mewujudkan berpikir formal ke 




Pernyataan diperoleh sebagai akibat/implikasi langsung dari 




Pernyataan diperoleh dari pernyataan sebelumnya dengan cara 
mengekstrak makna definisi konsepnya. 
Ext 
Lainnya (Other) Pernyataan yang diperoleh selain 4 kategori sebelumnya Oth 
 
Tabel 3. Ringkasan Pembuktian Keempat Subjek








S1 EmSim,  Sim BtS Ya Ya Ya 
S2 EmSim BS Tidak Ya Ya 
S3 EmSim, Sim BtS Tidak Tidak Ya 
S4 EmSim BtS Ya Ya Ya 
Keterangan:  
BS = Benar Sempurna, BtS = Benar tidak Sempurna  
EmSim = Wujud-Simbolik, Sim = Simbolik 
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kalanya setelah membaca soal, mahasiswa tidak me-
ngetahui sama sekali harus bekerja dari mana sehing-
ga tidak bekerja apa-apa. Kasus ini terjadi pada subjek
bernama Andy dalam penelitian Alcock yang diung-
kap kembali oleh Weber & Mejia-Ramos (2009).
Strategi semantik dalam penelitian ini dikategori-
kan menjadi tiga, yaitu (1) menemukan definisi kon-
sep, (2) melakukan refleksi, dan (3) mencari petunjuk
langkah. Ketiga kategori terjadi karena faktor yang
berbeda tetapi proses yang terjadi di dalamnya memi-
liki kesamaan. Kategori (1) terjadi karena struktur
kognitif yang tidak lengkap sedangkan kategori (2)
dan (3) terjadi pada saat struktur kognitif sudah leng-
kap tetapi tidak mampu (atau tidak mau) mengkoordi-
nasikannya secara formal untuk mencapai kesimpul-
an. Kesamaan yang dimiliki adalah mahasiswa mene-
mukan makna baru setelah melakukan serangkaian
kegiatan aksi, proses, objek, dan skema ketika sedang
berada di luar dunia berpikir formal (di luar RSP).
Strategi semantik kategori menemukan definisi
konsep terjadi karena terdapat komponen penting
yang dibutuhkan dalam proses pembuktian yang tidak
dimiliki subjek dalam struktur kognitifnya. Komponen
penting ini berupa definisi konsep fungsi injektif yang
tidak dapat dihasilkan dari sekadar mengkoordinasi-
kan komponen lain yang sudah ada secara formal.
Dorongan kuat untuk menemukan definisi konsep ini
terjadi karena definisi konsep sangat diperlukan dalam
proses pembuktian yang tanpa adanya definisi konsep
ini menyebabkan pembuktian tidak dapat dilakukan.
Dalam hal ini nampak bahwa dorongan mencari defi-
nisi konsep dipengaruhi keyakinan bahwa bukti harus
bersifat deduktif.
Proses menemukan definisi konsep terjadi de-
ngan berpikir wujud-simbolik. Bayangan konsep fung-
si injektif digunakan untuk membuat contoh spesifik
berupa diagram panah. Contoh spesifik ini dipandang
sebagai contoh generik yang mewakili fungsi injektif.
Contoh generik ini berfungsi sebagai prototip fungsi
injektif yang mampu mengkonkretkan sesuatu yang
seringkali tidak muncul dalam penyajian fungsi injektif
secara formal.
Aksi fisik dan mental dilakukan pada contoh spe-
sifik ini melalui berpikir wujud-simbolik untuk meng-
ekplorasi sifat fungsi injektif. Aksi ini kemudian diin-
teriorisasi menjadi proses dengan menangkap suatu
makna dari aksi. Proses ini selanjutnya digeneralisasi
menjadi suatu entitas berpikir formal yang didasarkan
pada berpikir wujud-simbolik menjadi definisi konsep
fungsi injektif. Dalam hal ini proses telah dienkapsula-
si menjadi objek, yaitu definisi konsep fungsi injektif.
Definisi konsep fungsi injektif ini selanjutnya
menjadi landasan operasional untuk melakukan pem-
buktian. Definisi jika x, y  A dengan f(x) = f(y)
maka x = y atau jika x, y  A dengan x   y maka
f(x)   f(y) selain berfungsi sebagai konsep juga ber-
fungsi sebagai prosedur yang harus diikuti untuk mem-
buktikan suatu fungsi sebagai fungsi injektif. Mengacu
pada Gray dan Tall (1994) maka definisi formal fungsi
injektif dapat disebut sebagai prosep (prosedur dan
konsep).
Satu hal penting yang sangat mendukung sukses-
nya menemukan definisi konsep ini adalah ide kunci
yang dijadikan landasan untuk melakukan aksi. Dalam
kasus S1, ide kunci adalah a   b di A sedangkan da-
lam kasus S4, ide kunci adalah f(x) = f(y) di B. Ide
kunci inilah yang membantu S1 dan S4 menemukan
definisi konsep fungsi injektif. Hal ini mendukung pen-
dapat Raman (2003) mengenai pentingnya ide kunci
dalam proses pembuktian.
Strategi semantik kategori melakukan refleksi
terjadi karena proses membuat kesimpulan yang
spontan (menebak) yang tidak didasarkan pada koor-
dinasi secara formal antara komponen struktur kogni-
tif yang dimiliki. Komponen yang diperlukan dalam
struktur kognitif untuk membuat kesimpulan sebenar-
nya sudah lengkap. Tidak adanya landasan formal
dalam pengambilan keputusan mendorong subjek un-
tuk melakukan refleksi. Ketidakmampuan mengkoor-
dinasikan secara formal komponen yang ada dalam
struktur kognitif mendorong subjek menggunakan
berpikir wujud-simbolik untuk melakukan refleksi.
Berdasarkan penelitian ini, nampak bahwa dorongan
melakukan refleksi terjadi karena kesadaran bahwa
kesimpulan yang dibuat hanya berdasarkan tebakan.
Proses refleksi terjadi dengan cara berpikir wu-
jud-simbolik mengenai premis dan kesimpulan. Mela-
lui berpikir wujud-simbolik, subjek melakukan rangkai-
an aksi untuk menangkap makna dari kegiatan ekplo-
rasi hubungan antara premis dan kesimpulan. Makna
yang diperoleh kemudian dicocokkan dengan kompo-
nen yang ada dalam struktur kognitif yang dimiliki
untuk menentukan kebenaran kesimpulan yang di-
buat.
Strategi semantik kategori mencari petunjuk ter-
jadi pada saat komponen yang diperlukan dalam struk-
tur kognitif sudah lengkap tetapi mahasiswa tidak
mampu (atau tidak mau) mengkoordinasikan kompo-
nen-komponen tersebut untuk menghasilkan kesim-
pulan (subkesimpulan) secara formal. Ketidakmam-
puan atau ketidakmauan ini mendorong untuk berpikir
wujud-simbolik atau berpikir simbolik dan selanjutnya
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melakukan aksi (fisik atau mental) untuk memperoleh
objek baru dan selanjutnya diambil sebagai kesimpul-
an (subkesimpulan). Subkesimpulan ini menjadi pe-
nuntun langkah pembuktian selanjutnya untuk mem-
peroleh kesimpulan akhir.
Proses yang terjadi pada kegiatan mencari pe-
tunjuk adalah menggunakan berpikir wujud-simbolik
atau berpikir simbolik. Dalam berpikir wujud-simbolik
atau berpikir simbolik ini dilakukan rangkaian aksi
fisik atau mental yang selanjutnya diinteriorisai men-
jadi proses. Proses ini kemudian dienkapsulasi menja-
di objek yang diambil sebagai kesimpulan (subkesim-
pulan). Jadi, landasan berpikir wujud-simbolik atau
berpikir simbolik telah memberikan petunjuk untuk
menghasilkan kesimpulan (subkesimpulan). Subke-
simpulan dapat menjadi komponen penting pada pro-
ses pembuktian selanjutnya.
Dalam penelitian ini, S2 dan S3 mampu menya-
takan definisi konsep fungsi injektif dengan baik se-
dangkan S1 dan S4 tidak mampu karena lupa definisi
konsep fungsi injektif. Mengacu pada  Hawro (2007)
dan Moore (1994), salah satu penyebab kesulitan da-
lam menyusun bukti adalah pemahaman konsep yang
tidak baik serta tidak dapat menyatakan definisi kon-
sep. Meskipun demikian, S1 dan S4 memiliki bayang-
an konsep yang sangat memadai. S1 dan S4 menggu-
nakan bayangan konsep untuk membuat contoh spe-
sifik yang berfungsi sebagai contoh generik untuk
menemukan sifat. Contoh spesifik atau generik dapat
digunakan untuk mencari pola atau kesamaan sifat
untuk merumuskan definisi konsep (Alcock & Inglis,
2008:116) tanpa mengikuti manipulasi aturan logika.
Menurut Moore (1994), bayangan konsep yang tidak
memadai dan ketidakmampuan (ketidakmauan) me-
ngembangkan contoh dapat menjadi sumber kesulitan
dalam menyusun bukti. Sebaliknya, bayangan konsep
konsep yang bagus dapat berperan mengkonkretkan
landasan konseptual yang tidak muncul dalam penya-
jian formal (Alcock & Simpson, 2004:2).
S1 dan S4 mengembangkan contoh spesifik yang
berfungsi sebagai contoh generik. Melalui contoh ge-
nerik inilah S1 dan S4 melakukan rangkaian aksi, pro-
ses, objek, dan skema menghasilkan definisi konsep
fungsi injektif. Kemampuan merumuskan definisi
konsep dalam bahasa formal matematika menjadi
faktor penting kesuksesan menyusun bukti. Ini sesuai
dengan (Balacheff, 2010:131) bahwa asal mula me-
ngetahui adalah dalam aksi tetapi prestasi dalam bukti
matematis adalah dalam bahasa, yaitu bahasa simbo-
lik matematis mulai level terendah sampai level formal
yang digunakan matematisi.
Di awal pembuktian, semua subjek penelitian
ini mengalami kesulitan dalam menentukan domain
dan kodomain fungsi gof. Di saat mereka tidak dapat
bekerja secara formal, mereka mengembangkan dia-
gram. Bahkan di setiap menghadapi kesulitan untuk
berpikir secara formal, semua subjek menggunakan
diagram untuk membantu mereka langkah pembukti-
an mereka. Fakta ini sesuai dengan Gibson (1998:
288) yang menyatakan bahwa mahasiswa sering
mengarah pada strategi menggambar diagram ketika
menghadapi kesulitan atau macet saat bekerja secara
formal.
Semua subjek penelitian ini menggunakan dia-
gram panah sebagai visualisasi fungsi atau fungsi
komposisi. Visualisasi adalah proses mewujudkan re-
presentasi mental dan untuk kasus fungsi dapat beru-
pa diagram panah (Dreyfus, 2002:31). Diagram pa-
nah adalah wujud dari representasi mental di saat
seseorang berpikir wujud, wujud-simbolik, atau simbo-
lik. Berpikir wujud-simbolik mengenai fungsi atau
fungsi komposisi dalam diagram panah terbukti sa-
ngat membantu semua subjek dalam menyelesaikan
pembuktian. Hal ini mendukung pendapat (Gibson,
1998:286) dan (Alcock & Simpson, 2004:2) mengenai
pentingnya bayangan visual untuk memahami konsep
matematika dan menyelesaikan tugas matematika.
Ketidakmampuan atau ketidakmauan menvisualkan
bayangan konsep yang dimiliki dapat menjadi sumber
kesulitan dalam menyusun bukti.
Menggunakan diagram hampir selalu membantu
mahasiswa untuk berhasil menyelesaikan tugas atau
subtugas ketika tidak mampu bekerja secara simbolik
(Gibson, 1998:301). Meskipun demikian, adakalanya
mahasiswa tidak menemukan hubungan antara dia-
gram dengan bukti yang dinginkan karena terjadi ke-
bingungan harus memulai dari mana (Samkoff, dkk.,
2012). Alcock & Simpson (2004) menyatakan bahwa
representasi visual dapat berdampak positif atau ne-
gatif. Seringkali representasi visual merupakan proto-
tip suatu konsep yang tidak memuat semua properti
dari konsep.
Ada dua hal berkaitan dengan prilaku pengguna-
an berpikir wujud-simbolik dengan diagram panah
oleh semua subjek penelitian ini. Pertama karena me-
reka mengalami kesulitan ketika berpikir formal dan
kedua mereka mengetahui bahwa berpikir di luar for-
mal lebih mudah. Ketika subjek pernah berhasil be-
kerja dengan gambar, nampak ia lebih cenderung be-
kerja dengan gambar daripada secara formal. Jadi,
mahasiswa menggunakan gambar karena segan un-
tuk terlibat serius berpikir formal atau karena mampu
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menggunakan bayangan visual secara efektif untuk
membangun kaitan yang bagus antara representasi
visual dan formal (Alcock & Simpson, 2004).
Kesuksesan dengan berpikir wujud-simbolik
yang dilakukan S1 dalam menemukan definisi konsep
fungsi injektif mendorongnya menggunakan lagi untuk
menuju kesimpulan f(x)   f(y). Fakta ini menunjuk-
kan bahwa ketika suatu representasi suatu konsep
digunakan, perhatian dapat ditujukan pada represen-
tasi ini daripada untuk objek abstrak (konsep) (Drey-
fus, 2002:32). Berpikir wujud-simbolik dapat mengu-
rangi beban kognitif sehingga S1 berkomentar lebih
mudah melihat gambar daripada berpikir abstrak. Hal
ini sesuai Samkoff, dkk. (2012:49) bahwa gambar
mampu memberikan akses untuk melihat, memban-
dingkan, dan mengintegrasikan potongan informasi
dengan usaha kognitif yang lebih rendah daripada
ketika informasi yang sama disajikan secara simbolik.
SIMPULAN DAN SARAN
Simpulan
Jalur berpikir mahasiswa dalam menyusun bukti
matematis dengan strategi semantik dapat terjadi da-
lam tiga kemungkinan, yaitu (a) bermula dari dunia
berpikir formal (RSP) lalu pindah ke dunia berpikir
wujud-simbolik atau dunia berpikir simbolik (non RSP)
dengan proses perpindahan dimungkinkan lebih dari
satu kali dan berakhir di dalam atau di luar dunia
berpikir formal, (b) bermula dari dunia berpikir wujud-
simbolik atau dunia berpikir simbolik (non RSP) lalu
pindah ke dunia berpikir formal dengan proses perpin-
dahan dimungkinkan lebih dari satu kali dan berakhir
di dalam atau di luar dunia berpikir formal, dan (c)
semua proses berpikir terjadi di luar dunia berpikir
formal.
Perpindahan dari dunia berpikir formal ke dunia
berpikir wujud-simbolik atau dunia berpikir simbolik
dilakukan untuk tujuan (a) menemukan definisi kon-
sep dalam rangka memperbaiki pemahaman, (b) me-
lakukan refleksi dalam rangka mengecek kebenaran
kesimpulan, dan (c) mencari petunjuk langkah non
definisi dalam rangka menuntun langkah pembuktian.
Karakteristik proses berpikir untuk masing-masing
tujuan tersebut berbeda jika ditinjau dari faktor penye-
bab tetapi menunjukkan kesamaan dalam proses
yang terjadi di dalamnya yaitu mahasiswa melakukan
serangkaian aksi, proses, objek, dan skema dengan
berpikir wujud-simbolik atau simbolik.
Saran
Penelitian ini tidak melihat konsistensi mahasis-
wa dalam melakukan pembuktian pada beberapa soal.
Hal ini berdasarkan alasan bahwa pemilihan strategi
sangat bergantung pada materi (Alcock & Inglis,
2008) dan pengalaman belajar (Weber, 2004b). Ha-
nya saja Alcock & Inglis (2008) menyatakan ketika
mahasiswa sukses dengan satu strategi maka akan
mempengaruhi pemilihan strategi pada masalah
berikutnya sehingga strategi mereka akan terlihat sa-
ma. Penelitian lanjutan dapat dilakukan untuk melihat
kecenderungan mahasiswa memilih suatu strategi di-
banding strategi yang lain. Penelitian dapat difokus-
kan pada apakah kesuksesan dengan strategi seman-
tik sebelumnya akan mendorong mahasiswa menggu-
nakan strategi semantik untuk soal berikutnya.
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